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Multiplikation dr kéind som en vanlig svarighet i skolan och i ménga fall visar sig elevers
kunskapsniva vara otillrdcklig. For att uppné en djupare forstéelse for multiplikation kan
en tvddimensionell modell anvindas. Syftet med studien ér att beskriva hur forskning
framstéller en tvddimensionell modell for att synliggdra multiplikativa strukturer och
utveckla elevers multiplikativa resonemang. Analyserat material har hittats genom
sokningar i olika databaser. Materialet bestér av internationella vetenskapliga artiklar
som dr skrivna pé engelska. Resultatet visar att den tvAddimensionella modellen kan
synliggdra olika multiplikativa strukturer daribland distributivitet och kommutativitet.
Resultatet visar ocksa att modellen inte nddvindigtvis frantar elever mojligheten att tinka

additivt.
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1. Inledning

Multiplikation kan vara svart och forskning visar att elever ofta stoter pa svarigheter nar
grundkunskaperna inte racker till. Bade Larsson (2016, s. 59—61) och Smith (2018, s.177)
redovisar resultat som synliggdr att elever Gvergeneraliserar sina kunskaper eller att deras
kunskaper kring multiplikation helt enkelt inte &r tillrackliga. Jader (2015) beskriver att
svérigheter i matematiken kan grundas i larande som har fokuserat pa utantillinlérning utan

att ge eleverna mdjlighet att bygga en forstaelse (s.7).

For att lara sig forstd och berdkna multiplikation kan flera olika representationsmodeller
anvéindas. En av de modeller som nidmns i forskning ar en tvddimensionell modell som
bestar av rader och kolumner (Larsson, 2016, s.10; Smith, 2018, s.172). Matney och
Daugherty (2013, s.150) samt Jacob och Mulligan (2014, s.3) forklarar hur en
tvadimensionell representation i form av prickade rutnit kan anvindas som en modell for
utrdkningar och fOr att representera multiplikation. For att verkligen forstd multiplikation
och att kunna resonera multiplikativt forklarar Larsson (2016) att eleverna behover fa se

olika delar av multiplikationen, bland annat de aritmetiska lagarna (s.30).

I kursplanen for matematik (Skolverket, 2025) stir det att eleverna ska utveckla sin
formaga att vilja lampliga metoder for sina utrdkningar (s.55). Genom att undersoka vad
forskning séger kan denna studie bidra till en forstaelse for de strukturer som eventuellt ar
synliga inom modellen och modellens mgjlighet till att paverka elevers multiplikativa

resonemang.

Studien bestir av peer review-granskade vetenskapliga texter som wvalts ut utifran
inkluderings- och exkluderingskriterier och sedan analyserats utifrdn funna teman.

Kriterier beskrivs 1 studiens metodavsnitt samt hur informationssékningen har gtt till.



2. Syfte och fragestallningar

Syftet med denna studie &r att beskriva hur forskning framstiller en tvadimensionell
representation av multiplikation for att utveckla elevers multiplikativa resonemang i de

tidiga skolaren.
For att uppna syftet kommer foljande fragestédllningar besvaras:

e Vilka multiplikativa strukturer skriver forskning fram som mdjliga att forsta

utifran en tvadimensionell modell?

e Vilka strategier och resonemang anvinder elever nir de moter multiplikativa

uppgifter utifran en tvadimensionell representation?



3. Bakgrund

I detta avsnitt presenteras och beskrivs begrepp och bakgrundskunskap infor resultatdelen.

Begreppen beror olika aspekter av multiplikation.

3.1. Multiplikation i en eller tva dimensioner

Ett vanligt sitt att representera multiplikation pa dr genom upprepad addition av lika
grupper pa en tallinje (Larsson, 2024, s.26 & Mclntoch, 2020, s.70). Att visa multiplikation
som en upprepad addition utifran tallinjen dr korrekt och det visar den endimensionella
strukturen. Andra representationsformer kan synliggora hur multiplikation ockséd har en
tvadimensionell struktur (McIntosh, 2020, s.70). Nagra av representationerna dr prickade
rutndt och rektanguldra representationer i form av rader och kolumner (Harries och
Barmby, 2007 5.39 & MclIntosh, 2020, s.70 & Skodras, 2016. S.16). Dessa representationer
kan leda till djupare forstielse genom att de visar tva tal som multipliceras och
representerar tvd oberoende dimensioner. Representationerna kan mojliggora
multiplikation med rationella tal som kan skrivas i brdk- och decimalform. De
representationerna som har en tvddimensionell struktur kan dessutom synliggéra de

aritmetiska lagarna (Mclntosh, 2020, s.70).

3.1.1 Olika tvadimensionella modeller
I studien kommer flera olika modeller ndmnas. De ir alla tvddimensionella men

utformade pa olika sétt. Nedanfor presenteras de mest forekommande modellerna.
Figur 1

Prickat rutnédt som visar multiplikationen 3*5.

Kommentar. Fran “Forsta och anvinda tal - en handbok" av Mclntosh, A. (2020), s.76.
Figur 2

Rutnét med rader och kolumner som representerar multiplikationen 4*5



Kommentar. Fran “Muftles’truffles - undervisning i multiplikation med systematiskt
varierande exempel” av Skodras, C. (2016).

https://ncm.gu.se/pdf/namnaren/1319 16 2.pdf

Figur 3

Rektangulir modell som synliggdr multiplikationen 7 x 6 genom att fordela
multiplikationen. Utanfor rektangeln skrivs de uppdelade faktorerna och inuti rutorna

skrivs produkten. Denna modell synliggor den distributiva lagen.

Kommentar. Fran “Representing an understanding multiplication” av Harries. T, Barmby,
P. (2007). https://doi.org/10.1080/14794800008520169

3.4 Aritmetiska lagar

Inom matematiken finns det tre centrala rdknelagar, den associativa lagen, distributiva
lagen och den kommutativa lagen. Dessa dr betydelsefulla och anvéndbara for eleverna
och anvinds intuitivt d&ven om eleverna dnnu inte har blivit medvetna om lagen. Alla

lagarna berér multiplikation men anvénds 1 olika sammanhang (Mclntosh, 2020, s.72).

Den associativa lagen sdger att vid en multiplikation eller addition med fler &n 2 tal spelar
ordningen pa vilken operation som riknas ut forst inte ndgon roll (Carpenter, 2003, s.108).

Det kan skrivas som:

(ab)c = a(bc) 1 multiplikation (Kiselman & Mouwitz, 2008, s.87).


https://ncm.gu.se/pdf/namnaren/1319_16_2.pdf
https://doi.org/10.1080/14794800008520169

Ordet distributiv betyder ”som fordelar” och lagen sidger att multiplikationen gar att fordela
over additionen (Kiselman & Mouwitz, 2008, s.88). Den distributiva lagen innebér att man kan
dela upp en multiplikation, till exempel kan 3 x (4 + 5) rdknas som 3 x 4 + 3 x 5.  hogre talomraden
kan elever ha en nytta av att forstd den distributiva lagen da operationer som 18 x 12 kan fordelas

pa olika sitt, till exempel som 18 x 10 + 18 x 2 (Larsson, 2015, s.10).

Ordet kommutativ kommer fran latin och betyder som kan bytas om. Den kommutativa
lagen &r en lag som giller for multiplikation och addition och innebir att ordningen pa

termerna som adderas eller multipliceras inte spelar ndgon roll. Lagen kan skrivas som:

ab = ba for multiplikation (Kiselman & Mouwitz, 2008, 5.89-90).

3.2 Sammansatta enheter

Sammansatta enheter ar ett begrepp som anvénds for att beskriva en viktig del i
forstaelsen for multiplikation. Sammansatta enheter kan beskrivas pé olika séitt men
overgripande innefattar det formdgan att se och rdkna med grupper och inte individuella

objekt.

3.2.1 Tal som kombination av enheter

Mclntosh (2020) forklarar att formagan att se en grupp foremél som en enhet &r
grundldggande for multiplikation (s.73). I fyra pasar med tolv bullar i varje, representerar
varje pase bade en pése och tolv bullar samtidigt (Larsson, 2015, s.9). Denna grupp foremal
kan behandlas som en enhet trots att den bestar av flera foremal, vilket kan vara en
svérighet for elever (Mclntosh, 2020, s.73). Larsson (2016) skriver om sammansatta
enheter och forklarar likt Mclntosh att det delvis handlar om formégan att forsta att en 1ada
med 12 pérlor representerar bade talet 1 och talet 12. Larsson forklarar ytterligare att det
handlar om att forsté att produkten dr en sammansatt enhet som bestér av faktorer, vilka i
sin tur bildar sammansatta enheter av tal. En sammansatt enhet och formagan att rikna
med dessa 1 multiplikation innebér saledes att 1 exemplet 3 x 4 kunna se 4 bilar per lada
som en enhet som upprepas tre ganger istéllet for att varje bil ridknas tills alla dr rdknade

(s.4-5).

3.2.2 Multiplikation som kombination av enheter
Larsson (2024) forklarar multiplikation som ett tvddimensionellt rdknesétt jamfort med
addition som ar endimensionellt. For att forstd skillnaden mellan de tva rdknesétten kan

man resonera kring enheterna (s.25). Exempel pd hur den additiva strukturen ser



annorlunda ut jimfort med den multiplikativa &r vid hantering av storheter (Larsson, 2015,
s.9). Den additiva hanterar bara en enhet, vi adderar dpplen med dpplen eller kronor med
kronor. Den multiplikativa hanterar flera enheter samtidigt, till exempel ndr vi
multiplicerar tva lingdenheter blir resultatet areaenheter. Ett annat exempel dr en vara som
kops per kilopris. Nar vi multiplicerar vikten pa varan med kilopriset far vi priset pa varan.
I de endimensionella rdknesitten bevaras enheten medan i1 de tvddimensionella raknesétten

transformeras enheten (Larsson, 2024, s.25, Larsson, 2015, s.9).

3.3 Multiplikativa resonemang

Matematiska resonemang innefattar formagan att argumentera for val av metod, rdknesitt
eller formel. Eleverna ska med ord beskriva och forklara sina utrdkningar och gora
kopplingar och beskriva samband inom matematiken (Skolverket, 2022, s.7). Lawton
(1994) beskriver hur resonemang &r en viktig del i elevers larande. For att de ska lira sig
behover eleverna fa dra kopplingar mellan koncept och ifragasétta och jamfora alternativa
forklaringar (s.160—161). Ord som &r viktiga att anvénda 1 sddana resonemang ér om, och,
dd samt ddrfor (s.163). Nar eleverna gor detta med stdd av ldrare fir de brottas med tankar
kring olika alternativ och bevis for att kunna dra slutsatser (s.174). Nér elever far resonera
och forklara varfor deras utrdkning fungerar genom att argumentera for strategins samband
med olika representationsformer och dess kopplingar till aritmetiska lagar menar Larsson

(2016) att det kan ses som ett tecken pa djup forstdelse for multiplikation (s.30).

Multiplikativa resonemang omfattar formagan att resonera kring utrdkningar med en visad
forstaelse for att talen &r sammansatta enheter, det vill sdga att talen representerar bade
flera tal samtidigt och &r kopplat till en enhet (Tzur et al., 2013, s.87-88; Larsson, 2016,
s.4-5).

Begreppet multiplikativa resonemang kommer i denna studie omfatta formagan att rakna
med flera sammansatta enheter, formagan att argumentera for sin utrdkning i relation till
den anvinda representationsformen samt férmagan att anvénda redan kénd kunskap for att

gora kopplingar och dra slutsatser kring ny information 1 multiplikativa sammanhang.



4. Metod

I detta avsnitt redogdr vi for hur litteraturen till studien har tagits fram och hur den har
bearbetats. S0kning, urval och analys presenteras under tre separata rubriker, dérefter

presenteras sokningsprocessen i en tabell.

4.1 Informationssokning

For informationssdkningen anvindes databaserna Education Resources Information
Center (ERIC), PsycInfo, Scopus och Google Scholar for att {4 en sa stor traffmingd som
mojligt. For att faststdlla sokorden gjordes flera testsokningar. Nya sokord fangades upp
via nyckelord som var dterkommande. Dessa testsokningar resulterade i sokorden:
multiplication, array, multiplicative reasoning, distributive, rectangular, arithmetic
propert*, commutative property, distributive property, visual och representation. De
kombinerades pa olika sitt (se soktabell nedan). Vid varje s6kning fanns multiplication
eller multiplicative reasoning med. Aven sokordet array anviindes vid fem av sex sokningar
eftersom det &r ett vilanvént ord inom forskningsomradet. Fler sokningar gjordes som
fokuserade pé associativitet men ingen artikel som omfattades av inkluderigskriterierna (se

kriterier under rubrik 4.2) patraffades.

I ERIC och PsycInfo anvidndes avgransningen peer review for alla sdkningar. I Google
Scholar och Scopus finns inte mojligheten att avgréinsa for peer review. Artiklarna som har
hittats genom de databaserna har genom kompletterade sokningar (exempelvis pé
tidskriftens hemsida) kontrollerats for att se till att artiklarna var peer review granskade. |
ERIC, PyicInfo och Scopus gjordes manuella drsavgriansningar for artiklar publicerade
fore 2015. I Google Scholar valde vi att avgriansa for att fa artiklar endast publicerade sedan
2022. Eftersom traffméngden i Google Scholar ér véldigt stor kunde vi pé detta sdtt minska
triffmdngden och fokusera enbart pa den senaste forskningen som presenterar

forskningsliget.

4.2 Urval

Efter alla sokningar var det totala antalet traffar 850. Den storsta traffméngden var 1 Google
Scholar med 736 resultat. For att avgransa valde vi att endast titta pa artiklarna fran de fyra
forsta sidorna vilket resulterade i totalt 40 artiklar. Efter den avgridnsningen hade vi 154

traffar som granskades utifran inkluderings- och exkluderingskriterier.



Ett exkluderingskriterie var avgransningen for artal och denna gjordes manuellt. Efter att

artiklar som publicerats tidigare an 2015 exkluderats fanns 113 artiklar att granska.

De inkluderingskriterier som applicerades pa artiklarna var att det i titel och abstract skulle
vara fokus pa multiplikation genom en tvadimensionell visuell representation ofta
bendmnd som array. I abstract skulle den tvddimensionella representationen ndmnas
antingen i artikelns syfte och fokusomrade eller i resultatet tillsammans med nagon av de

aritmetiska lagarna eller tydliga forklaringar av elevers anvdndningsstrategier.

De artiklar som genomgatt urvalet ldstes i sin helhet och kontrollerades sa att innehallet 1
artikeln genomgdende behandlade tvddimensionella representationer av multiplikation.

Det slutgiltiga urvalet frdn databass6kningarna landade pa 12 artiklar.

Efter urvalet fann vi en artikel som refererats till i manga av véra valda artiklar. D& den
omfattas av inkluderingskriterierna och ligger till grund till mycket tidigare forskning
valde vi att ta med artikeln trots att den &r publicerad tidigare &n 2015. Det slutgiltiga
antalet artiklar hamnade darfor pa 13 artiklar. Urvalsprocessen presenteras i ett diagram
dér antalet inkluderade och exkluderade artiklar redogdrs for utifrdn de olika stegen i

urvalsprocessen (se bilaga 1).

4.3 Materialanalys

Analysen av materialet genomfordes genom att ldsa och sammanfatta alla artiklar.
Artiklarnas resultat, syfte och identifierade teman sammanstilldes 1 en tabell (se bilaga 2).
For att analysera texterna utgick vi frdn analysfragor som belyser vilka delar av
multiplikationen som synliggors och hur, déribland aritmetiska lagar. Teman inom elevers
strategier och resonemang vid anvéndning av en tvddimensionell modell var dven det en
utgéngspunkt for analysen. Inga artiklar ndmner alla delar vilket krdvde olika analysfragor.
Analysfraga 1 kopplar till fragestillning 1 och gav mgjlighet att fokusera pa de
multiplikativa strukturerna. Utifrdn analysfraga 1 tittade vi exempelvis efter beskrivningar
pa hur den distributiva lagen kan visas genom uppdelningar i ett prickat rutnit. Denna
fraga anvindes dé vi i ett tidigt skede upptickte att de aritmetiska lagarna ofta ndmndes 1
artiklar som behandlade en tvaddimensionell modell f6r multiplikation. Analysfraga 2
kopplas istéllet till fragestédllning 2 och fokuserar pé elevstrategier och resonemang. Utifran
analysfraga 2 tittade vi exempelvis efter elevexempel som ackompanjerades med

samtalsloggar for att se hur eleven redogjorde for sin utrdkning/anvéndning av en



tvadimensionell modell. Tillsammans kunde dessa fragor utgéra en grund for att diskutera
mojligheter till multiplikativa resonemang utifrdn en tvadimensionell modell. Artiklarna

kategoriserades utifran identifierade teman och dérefter sasmmanstélldes resultatet.

Analysfrdga 1. Hur omnédmner artikeln ndgon/négra av de aritmetiska lagarna eller andra

multiplikativa strukturer i relation till den tvadimensionella modellen?

Analysfraga 2. Hur resonerar eleverna nir de anvéander en tvddimensionell modell?

4.4 Etik

Nér en litteraturstudie ska genomforas behovs vissa etiska dverviganden (Eriksson
Barajas et al, 2013, 5.69). Ett 6vervigande som é&r viktigt dr att vid analys av resultat inte
vinkla resultatet pa ett sddant sitt som stodjer en tes. Studier som talar emot en
fragestillning bor darfor ocksé redovisas (Gustafsson, Hermerén, Petersson, 2005, s.16).
Ytterligare en etisk aspekt &r transparens och som Vetenskapsradet (2024) bendmner det,
ritten till insyn. Det ar viktigt att kunna redovisa hur forskning har genomforts for att
mojliggora granskning (s.85). For oss har detta inneburit noggranna noteringar efter alla
sOkningar, framtagande av analysfrdgor och en diskussion kring metodval for att studien

ska vara reproducerbar.
Tabell 1

Oversikt 6ver urvalsprocessen.

Databas Sokord Avgransningar Antal triffar  Kvalificerade
och datum artiklar
ERIC noft(multiplication) Peer Review 56 5

2026-01-20 AND noft(array)

2026-01-30

ERIC noft("multiplicative Peer Review 4 2

2026-01-20 reasoning") AND
noft(array)




Google “multiplication” Sedan 2022 40%*
Scholar AND ”distributive”
*den
2026-01-26 AND ”array” OR
egentliga
“rectangular”
traffméngden
var 736
Scopus “array” AND 47
2026-01-26 “multiplication”
AND
“multiplicative
thinking”
ERIC noft("arithmetic Peer review 6

2026-02-11 propert*" OR
"distributive
property" OR
"commutative
property") AND
noft(multiplication)
AND noft(visual

OR representation)

2 fran 2015

Psycinfo noft(multiplication) Peer review
2026-02-11 AND

noft(commutativity

OR distributivity)

AND noft(array

OR rectangular)

10



5. Resultat

I resultatet framstdlls analysen av litteraturen utifrén fragestdllningarna. Under rubrik 5.1
presenteras innehall som besvarar fragestdllning 1 vilken ror de multiplikativa
strukturerna. Under rubrik 5.2 presenteras innehdll som besvarar fragestéillning 2 om
elevernas anvindningsstrategier. Resultatet visar att flera multiplikativa strukturer gér att
arbeta med utifran en tvadimensionell modell men att elever inte alltid sjdlva kan se dessa
strukturer. Detta gor att elever anvinder olika strategier som inte alltid bygger pa de

multiplikativa strukturerna nir de utfér berdkningar i en tvadimensionell modell.

5.1 Multiplikativa strukturer

Forskningen lyfter fram flera multiplikativa strukturer som &r framtradande i en
tvddimensionell modell. Strukturerna som ndmns &r faktorerna och produkten,
distributivitet och kommutativitet. Detta dr de tre identifierade temana utifran analysfraga

1 och de presenteras nedan under vardera rubrik.

5.1.1 Faktorer och produkt

Day och Hurrel (2015) skriver att ett rektangulért rutnit synliggér multiplikationens delar,
faktorer och produkt. Att eleverna har faktorerna och produkten representerad i en modell
hjilper dem att forstd multiplikation och att resonera multiplikativt pa en ny niva jamfort
med det additiva tinkandet med upprepad addition (s.20). Nér elever arbetar praktiskt med
rektanguldra representationsformer kan de manipulera faktorerna och utveckla sin
forstaelse over sambandet mellan faktorerna. Eleverna lér sig att se relationerna mellan
modellens uppbyggnad och den multiplikativa operationen som skrivs med tal och
matematiska symboler (Day & Hurrel, 2015, s.20; Abraham & Prediger, 2024, s.238-240).
Barmby et al. (2009) menar att faktorerna dr mdjliga att se och anvinda men att elever inte
alltid sjdlva kan gora kopplingen mellan modellens uppbyggnad och vad den representerar.
Av 10 elever som blev tilldelade multiplikationen 11 x 6 kunde endast fyra av dem mala
upp rutnétet sa att det stimde Gverens med faktorerna (s.19—20). Abraham och Prediger
(2024) dr av samma &sikt och forklarar att nyttan av anvidndning av en tvddimensionell
modell beror pa hur vél eleverna kan se strukturerna inom modellen. De forklarar att
eleverna behover se rader och kolumner som korresponderar med talen 1 den multiplikativa
operationen. De betonar att raderna och kolumnerna dr sammansatta enheter och att

eleverna behdver se dem som det for att kunna forsta och forklara multipliktiva egenskaper

(s.230).
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5.1.2 Distributivitet

Distributivitet kan synliggoras i en tvddimensionell modell genom att den rektanguléra
figuren delas pa for att bilda fler mindre rektanglar. Day och Hurrel (2015) visar denna
egenskap genom rutndt. Rutniten delas in 1 rektanglar som markeras med antalet rader och
antalet kolumner inom varje rektangel. Vardera rektangel representerar en egen
multiplikativ operation som ska genomforas. Produkterna av rektanglarna adderas och
dessa ger den totala produkten. Day och Hurrel (2015) menar att detta &r ett
meningsskapande och visuellt sitt att forsta distributivitet och talens betydelse inom
multiplikation (s.21). I en studie av Maffia och Mariotti (2020) fick eleverna mota
distributivitet fran den andra &dnden. Eleverna borjade med att rita mindre rektanglar for att
sedan addera dessa och dd fi4 produkten och den stora rektangeln. Dessa rektanglar
presenterades pa olika sétt men var alltid skalenliga utifrin talen som multiplicerades. De
tomma rektanglarna har en potential som kan leda till att eleverna med tiden lir sig att
forsta distributivitet och hur de kan anvidnda en rektanguldr modell pa ett smidigt sitt

(s.34).

Maffia och Mariotti (2018) forklarar att ett rutndt kan anviandas for att lira elever om den
distributiva lagen men det krdver att eleverna ser och anvinder de multiplikativa
operationerna som objekt inuti andra operationer (s.34), vilket kan vara en svarighet for
dem (s.35). Hurst och Huntley (2020) beskriver hur eleverna i deras studie hade svart att
forsta att den distributiva lagen grundar sig i uppdelning (s.242). Studien visade att manga
elever tog hjilp av uppdelning av tal (place value partitioning) nir de skulle l6sa
multiplikationer men dndé hade svart for att kdnna igen och forklara den distributiva lagen.
(5.243). Aven Barmby et al. (2009) beskriver hur flera elever hade svért att anvinda den
distributiva lagen fOr att berdkna operationer. Hurst och Huntley (2020) menar att det
skulle kunna forklaras med att standard algoritmen for multiplikation har ldrts ut som en
procedur (s.243). Barmby et al. (2009) menar att eleverna behover stod for att lara sig hur
den distributiva lagen kan appliceras s att de péd ett mer effektivt sitt kan utfora
berdkningar (s.21). Den tvaddimensionella/rektanguldra modellen kan ses som ett verktyg
for att utveckla en djupare forstéelse for den distributiva lagen, (Day & Hurrel, 2015, s.21)
samt uppdelning av tal i relation till positionssystemet (Hurst & Huntley, 2020 s.243). Day
och Hurrel (2015) menar att nér eleverna kan anvédnda ett rutndt som stod nir de moter
algoritmer for multiplikativa berdkningar fungerar modellen som en bro for kunskapen och

forstaelsen (s.21).
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Maffia & Mariotti (2018) beskriver hur distributivitet kan vara svért att synliggéra med ett
problem som handlar om olika féremal, exempelvis nér olika foremal ska kombineras for
att f4 fram totala antalet mojliga kombinationer. I studien exemplifieras det med ett
problem med byxor och olika typer av trgjor. Det ar vanligt att, vid ett problem med olika
kombinationer, intuitivt tdnka att antalet byxor ska multipliceras forst med ena typen av
trjor och sedan med den andra typen for att sedan addera dessa tva och fa det totala antalet
kombinationer. Det d4r mindre intuitivt att forst addera alla tr6jor for att sedan multiplicera
det med antalet byxor och fi det totala antalet kombinationer. Jimfors problem som berdr
olika kombinationer med problem med samma foremal blir det sistndmnda ett béttre
exempel att visa distributivitet genom. Ett exempel pa ett problem med samma foremal ar
nér priset av 3 lador ska adderas med priset av 5 lddor vilket kommer ge priset av 8 1ador.
Ett pris adderas till ett pris och ger ett nytt pris vilket gér att visa distributivt (Maffia &
Mariotti, 2018, s.34).

Hurst & Huntley (2020) menar att den rektangulidra modellen kan 1 vissa fall hjélpa elever
som har svért att forsta distributivitet och multiplikation (s.238). Den rektanguldra
modellen kan hjilpa elever i att forsta och bygga kunskap kring den distributiva lagen om
de fir mojlighet att se strukturer inom de prickade rutniten och dela in de i delar som é&r
effektiva att berdkna (Watson, 2016, s.20; Day & Hurrel, 2015, s.21-22). Nir eleverna
moter olika strategier som har anvints for att dela upp en multiplikation far de bade en
mojlighet att utveckla sina multiplikativa resonemang och val av strategier (Watson, 2016,
s.20; Day & Hurrel, 2015, s.22) samt forstdelse for relationer mellan inlirda

multiplikationsfakta (Kosko, 2020, s.755).

5.1.3 Kommutativitet

Maffia och Mariotti (2018) forklarar att symmetrin i den tvidimensionella modellen gor
att den kommutativa lagen blir synlig om modellen roteras med 90 grader. Antalet rutor i
ett roterat rutnét 4r desamma som innan rotationen. Skillnaden &r nu att figurens rader blir
kolumner och kolumnerna blir rader. Forklaringen av kommutativitet med stéd av en
tvddimensionell modell med prickar eller rutndt gor att eleverna intuitivt kan acceptera den
aritmetiska lagen (s.32). Kosko (2020) menar & andra sidan att tvddimensionella modeller
ofta bara visar att lagen om kommutativitet dr applicerbar pa multiplikation men inte varfor
lagen giller (s.753). Kosko (2020) anvinder ett material som kallas Cuisenaire rods.

Cuisenaire rods &r stavar som dr en centimeter hdga och mellan en och tio centimeter ldnga.
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Nar dessa anvinds for att synliggora och forklara kommutativitet far eleverna efter ledande
frdgor av lararen laborera med stavarna. I en modell med tre stavar som dr fem centimeter
langa ser eleverna att de kan placera fem stavar som é&r tre centimeter langa ovanpd den
forsta modellen och de ticker samma yta. Kosko (2020) menar att materialet hjélper att

visa hur kommutativitet inte endast innebdr att talen byter plats. (s.752-753).

Maffia och Mariotti (2018) jamfor med den endimensionella modellen och forklarar dven
de att Overtygelsen av kommutativitet inte sker lika intuitivt. I den endimensionella
modellen anvénds upprepad addition vilket gor att nér vi byter plats pa faktorerna kan det
vara svarare att forstd att resultatet fortfarande 4r detsamma (s.32). Aven Barmby et al.
(2009) menar att den kommutativa lagen dr mer uppenbar 1 en tvddimensionell modell &n
en endimensionell modell da de menar att den endimensionella modellen dr mer kognitivt

krévande att forsta (s.8-9).

Bajwa et al. (2023) undersokte hur elever forstair kommutativitet i relation till en
tvadimensionell modell och sdg da att eleverna inte pd egen hand kunde fOrsta att antalet
rader och kolumner fordndrades nér ett prickat rutnit roterades. Eleverna kunde se att det
totala antalet prickar inte fordndrades men behdvde ledande fragor for att se vad som
fordndrades 1 modellen. Dérefter sag eleverna att antalet rader och kolumner fordndrades.
Detta kopplades av en elev till addition eftersom de hade lért sig att termerna 1 addition
kan byta plats. Eleven forklarade kopplingen till det prickade rutnétet med att talen som
star for antalet rader och kolumner byter plats p4 samma sitt (s.9—11). Aven Hurst (2017)
redovisar resultat som tyder pa att elever har svart att forklara kommutativitet &ven om de
kan anvinda lagen korrekt. Endast 1.8% av eleverna i1 deras studie som bestod av 545
elever kunde forklara den kommutativa lagen med eller utan stod av en tvddimensionell
modell (s.6). Abraham och Prediger (2024) undersoker 1 sin studie vilket stod eleverna
behover for att kunna ta sig an multiplikativa uppgifter utifrdn en tvddimensionell modell
och redovisar att nér eleverna fick stdd i form av begrepp och riktade fragor sé att de beholl
fokus pa rétt del, kunde eleverna beskriva kopplingar mellan olika representationer och
matematiska uttryck i relation till kommutativitet (s.240). Nar eleverna fick ord och sitt att
beskriva kommutativitet kunde de sjélva anvinda dessa for att diskutera kommutativitet

bade utifran en modell och ett multiplikativt uttryck. (s.230).
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5.2 Elevers anvandningsstrategier
Forskningsanalysen synliggér olika strategier som anvinds av elever niar de méter en
tvddimensionell modell for multiplikation. Utifrén analysfraga 2 fann vi i litteraturen tva

overgripande strategier och dessa presenteras nedan.

5.2.1 Additiva strategier

Flera elever anvédnde additiva resonemang for att gora berdkningar. Barmby (2009, s.15),
Lai et al. (2024, s.5-6), Bajwa et al. (2023, s.14-15) och Watson (2016, s.17) forklarar alla
hur elever har pa olika sétt resonerat med hjilp av addition. Barmby et al. (2009) forklarar
att pa grund av modellens utformning har det resulterat i att elever grupperade prickarna
utan dtanke pa faktorerna och adderade sedan grupperna. Eleverna skulle rdkna ut
produkten och hade ett redan uppdelat rutndt som hjélp. Rutnétet var uppdelat 1 grupper
om 25 prickar. Eleverna ordnade om prickarna sé att de var enklare att berdkna men det
gjorde att den multiplikativa strukturen fordndrades sé att faktorerna inte lingre stimde
overens med uttrycket (s.15-16). Bajwa et al. (2023) gav eleverna i uppgift att berdkna det
totala antalet rutor i en figur utan att eleverna skulle rikna varje ruta for sig. Nagra elever
rdknade hur lang raden eller kolumnen var och anvidnde sedan den informationen for att
addera upprepade ganger eller rdkna med 10- eller 6-hopp. Nagon elev dubblerade och
adderade kolumner for att berdkna det totala antalet rutor. De strategierna dr av additiv
grund och synliggor inte alla multiplikativa strukturer i rutnétet (s.14—15). Det finns elever
som inte ser nagra strukturer i modellerna och istéllet réknar alla prickar eller rutor. I en
studie av Lai et al. (2024) dér 163 elever i arskurs 5 tittade pa prickade rutndt visade det
sig att en femtedel av eleverna riknade alla prickar (s.6—7). Finesilver (2017) beskriver i
sin studie hur alla elever, vid forsta motet av en tredimensionell modell anvinde sig av en
raknebaserad strategi dir alla dessutom gav ett felaktigt svar (s.104). Tva av eleverna
kunde senare, genom enhetsmetoden, komma fram till antalet kuber i en modell med
dimensionerna 3*4*5 genom att rdkna det dversta lagret (4*5) och addera det tre génger
(5.105,109). Overlag anviinde sig eleverna av grupperingar, rytm- och stegrikning samt
upprepad addition (s.109). En underkategori inom additiva strategier dr subitisering vilket
innebar att eleverna sdg antalet prickar i modellerna utan att rakna dem. Subitisering var
en av de strategier som Lai et al. (2024) identifierade i sin studie. Denna strategi gjordes
endast synlig 1 de fall dér prickarna i en rad eller en kolumn var farre &n fem (s.5). I ett
tidigt stadie av Bajwa et al. (2023, s.8) studie var det flera elever som subitiserade delar av

modellerna. Eleverna sdg olika grupper inom rutnéiten och adderade samman grupperna.
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Likt Lai et al. (2024, s.5) gjorde eleverna detta i situationer dér rutnidtens rader och

kolumner innehdll farre &n fem prickar (Bajwa et al, 2023, s.8).

5.2.2 Multiplikativa strategier

I flera exempel pé elevstrategier dér eleverna anvdnder multiplikativa resonemang har
eleverna anviant modellens rader och kolumner for att antingen berdkna det totala antalet
prickar eller rutor eller for att rita upp en representation av en specifik multiplikativ
operation. Eleverna ser kolumnen som den ena faktorn och raden som den andra faktorn
och kan dérefter utfora den multiplikativa berdkningen (Watson, 2016, s.17; Lai et al.,
2024, s.5-6; Schroeder och Gotze 2025, 5.6—7; Barmby et al., 2009). Aven Bajwa et al.
(2023) presenterar elevforklaringar dér eleverna har multiplicerat raden med kolumnen for
att fa det totala antalet rutor. Eleverna har genom arbete med en tvadimensionell modell
borjat se de multiplikativa strukturerna och ser och anvéinder rader och kolumner som
sammansatta enheter (s.15). Liknande visar Barmby et al. (2009) hur eleverna anviander
multiplikativa strategier och resonemang nir de tar sig an uppgifter i ett prickat rutnit.
Flera elever anvinder den distributiva lagen genom att dela upp rutnitet i flera mindre
grupperingar dir rad och kolumn multipliceras. Dessa produkter adderas vilket ger den
totala produkten (s.14). Maffia och Mariotti (2020) visar elevexempel dér eleven
representerar berdkningen med rektanglar utan att fylla 1 rader eller kolumner.
Rektanglarna dr skalenliga utifrdn faktorerna. Eleven skriver operationen med tal och
symboler inuti rektangeln och anvénder endast rektangeln som stdd (s.34). Abraham och
Prediger (2024) lit eleverna svara pa frigor och fick delvis tydliga matematiska
resonemang som svar. Eleverna anvdande matematiska begrepp som rad och kolumn samt
orden om och da for att beskriva fordndringar i en tvddimensionell modell och dess

tillhorande uttryck (s.238).
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6. Diskussion

I metoddiskussionen diskuteras metoden for urval och analys av litteratur. Under
resultatdiskussionen diskuteras resultaten i relation till studiens syfte och bakgrund. Bland
annat diskuteras elevernas anvindningsstrategier i relation till mdjligheten att utveckla

multiplikativa resonemang och hur vél de multiplikativa strukturerna synliggors.

6.1 Metoddiskussion

Av alla 736 soktraffar som dok upp i Google Scholar lastes endast de 40 forsta. Det kan ha
lett till att vi har missat artiklar som skulle ha inkluderats utifrdn studiens
inkluderingskriterier. S6kmotorns algoritmer och dess sortering ér oként, vilket kan betyda
att artiklar efter de 40 forsta likavil hade kunnat vara passande till resultatet och darfor ar

detta en aspekt som péverkar resultatet.

Dessutom gjordes avgransningen for artal. Avgriansningen gjordes fran ar 2022 vilket ar
senare dn de avgransningar som applicerats pa sokningar vid andra databaser. Eftersom
Google Scholar ger en véldigt stor traffmangd valde vi att avgridnsa fran artalet for att
minska traffmangden och for att prioritera nyare forskning for att f4 en blick dver det
aktuella forskningsldget. Avgransningen kan ha péverkat resultatet eftersom artiklar
mellan 2015 och 2021 missats. Detta innebér att vi kan ha gétt miste om forskning som
beror omradet. Denna avgrinsning har dock gett oss artiklar som framstéller

forskningsldget fran de senaste aren vilket har bidragit till studien.

Valen och anvédndningen av sdkblock kan ha paverkat resultatet eftersom olika sokblock
har anviénts vid sokningarna. Flera sokningar med olika konstellationer av sokord har gjorts
som ej genererade artiklar vilket dr anledningen till de varierade s6kblocken. Om ett
specifikt sokblock istéllet anvints pé alla databaser kunde vi sékerstélla dubbletter och att
vi 1 alla databaser har fatt triffar som verkligen berér samma innehall. Variationen av
sokblocken kan ha en péverkan pa resultatet dd artiklar eventuellt missats pa grund av

ordvalen.

Négot som ytterligare paverkade resultatet var valet av sokord, och specifikt avsaknaden
av ordet associativitet eller den associativa lagen i soktabellen (se rubrik 4.3). Da vi efter
de forsta sokningarna inte identifierade nagra artiklar som ndmnde associativitet gjorde vi
ytterligare sokningar med fokus pa lagen 1 relation till en tvddimensionell modell. Vi fann

inget resultat som omfattades av inkluderingskriterierna. For att inkludera artiklar om
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associativitet skulle inkluderings- och exkluderingskriterier behdva fordndras och
fokusomrédet skulle inte ldngre vara lika nédra de tvddimensionella modellerna. Detta

skulle da paverkat resultatets riktning.

Materialanalysen utfordes utifrdn analysfrigor som fokuserade pa multiplikativa
strukturer, elevstrategier och resonemang. Detta har en paverkan pé resultatet da det har
riktat oss mot de aspekterna vilket innebdr att andra aspekter kan ha fatt ett mindre
utrymme. Frédgorna har gjort att arbetet kunde struktureras upp genom tvéa tydliga
overgripande teman som bidrar till att besvara syfte och frigestdllningar. Analysen
genomfordes genom gemensam ldsning vilket gynnar studien d& uppfattningar

diskuterades for att sdkerstilla att innehéllet inte missuppfattades.

6.2 Resultatdiskussion
Nedan diskuteras hur den tvadimensionella modellen anvinds och kan anvéndas for att
utveckla elevers multiplikativa resonemang och forstaelse for multiplikativa strukturer

och egenskaper.

6.2.1 Multiplikativa resonemang

Resultatet visar att det ar mgjligt att ndstan helt undkomma de multiplikativa
resonemangen nidr man arbetar med tvadimensionella modeller. I Barmby et al. (2009)
studie kunde eleverna helt bortse frén faktorerna nir de skulle gruppera och berdkna
produkten. Likasd visar Finesilver (2017, s.105) Bajwa et al. (2023, s.15) och Lai et al.
(2024, s.5-6) hur elever inte anvinder multiplikativa resonemang utan resonerar utifran
addition. Detta visar pa att modellen i sig inte ar tillricklig for att eleverna ska kunna
utveckla multiplikativa resonemang. Abraham och Prediger (2024) ndmner vikten av att
se sammansatta enheter och strukturer inom en tvidimensionell modell (s.230). Aven
Larsson (2016) ndmner denna forméga som en grundldggande princip for att forstd och
resonera multiplikativt (s.4). I resultatet framstélls flera artiklar dér eleverna i flera fall har
ridknat alla prickar eller rutor vilket kan bero pa att de inte ser dessa sammansatta enheter
inom modellerna. For att fa eleverna att se dessa menar Abraham och Prediger (2024) att
eleverna behover stod och stdttning (s. 240). Aven Barmby et al. (2009) som visade flera
fall av elevstrategier som grundades pa rdkning (s.12), ndmner att eleverna, eftersom de
inte har en forstaelse for modellens uppbyggnad, inte kan forsta hur modellen representerar
multiplikation. Barmby et al. (2009) fortsdtter och papekar, som Abraham och Prediger

(2024, s.241), att det behdvs stottning for att eleverna ska se strukturerna som finns 1 en
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tvadimensionell modell (s.20). Resultatet tyder saledes pa att det finns mojligheter for
eleverna att ldra sig att se strukturer inom en tvadimensionell modell men att det dven &r
en svarighet for eleverna att upptécka strukturerna och anvdnda dem. Finesilvers (2017)
resultat visade att elever tog sig an uppgifter genom att rikna utan multiplikativa
resonemang (s.105) och darfor diskuteras att en interaktion med visuella medel kan vara
gynnsamt for att eleverna och deras medvetenhet kring dem (s.110). Medvetenhet dr viktig
dé den kan hjilpa elever i att gora smarta val kring hur modellen ska anvidndas. Exempelvis
kan en elev, beroende pa hur den foredrar att rdkna med en upprakningsstrategi, vilja om

den ska fokusera pé lager eller kolumner (s.111).

Flera artiklar (Watson, 2016; Schroeder & Gotze, 2025; Bajwa et al., 2023; Lai et al., 2024;
Maftfia & Mariotti, 2020) visar exempel pa situationer dér eleverna anvander multiplikativa
strategier fOor att ta sig an multiplikativa operationer med tvadimensionella
representationsformer. I flera av fallen (Bajwa et al., 2023; Maffia & Mariotti, 2020) &r det
tydligt att eleverna fér stod och ledning till att hitta begreppen, se strukturerna och att gora
kopplingar mellan olika representationsformer. Larsson (2016) har konstruerat en modell
for att bedoma hur vl eleverna gor kopplingar mellan olika multiplikativa strukturer vilket
1 sin tur ger en bild Over var eleverna befinner sig i sin utveckling. I modellen finns
kopplingar mellan val av modell, anvidndning av aritmetiska lagar och vilka resonemang
som anvands (s.29). Utifrdn denna modell kan elevstrategier frdn den analyserade
litteraturen mitas och jamforas. Alla elever anvénder en tvadimensionell modell men
resonerar pa olika sitt och fa av eleverna anvinder ndgon av de aritmetiska lagarna for att
berdkna uppgiften eller for att forklara resultatet om de inte blivit specifikt riktade mot
anvandning av dem. Det blir dirmed synligt att det finns en utvecklingspotential i arbetet
med tvadimensionella modeller s att eleverna far mdjlighet att forstd de multiplikativa

strukturerna.

6.2.2 Kommutativitet eller distributivitet

Resultatet visar att bdde kommutativitet och distributivitet &r mdjligt att forklara med hjélp
av en tvadimensionell modell men att introducera den distributiva lagen i en
tvddimensionell modell verkar kunna bidra mer till elevernas utveckling av multiplikativa
resonemang. Hurst och Huntley (2020) forklarar att ldra sig den distributiva lagen genom
en tvadimensionell modell leder eleverna mot mer abstrakt tinkande och en djupare

forstaelse for standardalgoritmen for multiplikation (s.241). Aven Maffia och Mariotti
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(2020) diskuterar hur en rektanguldr modell kan synliggéra den distributiva lagen och
verka som ett hjdlpmedel for eleverna nir de i senare skolar méter standardalgoritmer och
flersiffriga faktorer (s.37). Aven Day och Hurrel (2015) beskriver hur ett rutnit tydligt
framhiver den distributiva lagen och mojligheten att forsta standardalgoritmer (s.22).
Modellen ger saledes eleverna mojligheter att dra kopplingar mellan olika
representationsformer for multiplikation vilket flera artiklar forklarar som viktigt (Larsson,

2016; Tzur et al., 2013; Barmby et al., 2009; Lai et al., 2024; Maffia & Mariotti, 2018).

6.2.3 Associativitet

Associativitet dr en aritmetisk lag som beroér multiplikation men den ndmns inte i artiklarna
som har analyserats. En tvddimensionell modell verkar dirfor inte vara en passande
representation for associativitet. Eftersom associativitet innebér att det inte spelar ndgon
roll vilken operation man viljer att borja rdkna om den finns fler 4n tva inom addition eller
multiplikation blir den tvadimensionella modellen svéar eftersom den endast visar tva
faktorer, raden och kolumnen. Larsson (2016) forklarar att anledningen till att det inte finns
sd mycket forskning om associativitet och elevers forstaelse for den, speciellt i de tidiga

arskurserna, ar for att elever séllan moter fler dn tva faktorer 1 multiplikation (s.18).

Om en liknande modell ska anvéndas for att ldra eleverna om associativitet skulle det
kunna vara en tredimensionell modell eftersom vi dd har hojden som en faktor, bredden
som en annan faktor och djupet som en tredje faktor. Oavsett vilka tvd som multipliceras
forst kommer produkten vara densamma. Finesilver (2017) diskuterar rdtblock som
tredimensionella modeller for multiplikation och forklarar att formégan att anvidnda flera
sorters modeller ger en flexibilitet 1 hanteringen av modellerna och mojligheter att utveckla

sin forstaelse for de aritmetiska lagarna (s.111).

6.3 Undervisningsimplikationer

Forskningen visar att det finns minga mojligheter med en tviddimensionell modell men att
det kridvs en medvetenhet hos ldraren for att eleverna ska se och forstd de multiplikativa
strukturerna. Maffia & Mariotti (2018) menar att en presentation av flera modeller dr bra
for elevers forstaelse men da dr det viktigt att bygga en bro och gora kopplingar mellan de
olika modellerna. Lai et al. (2024) resonerar pd likande sitt, elever behdver bygga
grundldggande kunskaper om multiplikation for att kunna gdra kopplingar mellan olika
representationer (s.7). Aven Barmby et al. (2009) foresldr att anviinda flera

representationer och gora kopplingar mellan dem f6r att ge eleverna en djupare forstaelse
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av multiplikation (s.22). Detta kan kopplas vél till Larssons (2016) tankar om kopplingar
mellan aspekter for att utveckla en god forstaelse for multiplikation (s.29). Maffia &
Mariotti (2020) péstar att endast vél utvalda uppgifter inte behover betyda att elever kan
hitta kopplingar mellan strategier. Eleverna har en tendens att gora slumpmaissiga
kopplingar och det dr darfor viktigt att en kunnig ldrare dr nirvarande och fangar upp
elevers idéer och tankar och styr dem mot kopplingar mellan representationerna (s.38). Ett
exempel pa det finns i Bajwa et al. (2023) studie dér en undervisningssekvens beskrivs.
Léararen beskriver och problematiserar tillsammans med eleverna vad en rektangulér
modell dr och hur de ska se ut. De jamforde med asymmetriska prickade rutnédt och
diskuterade vad som var mojligt att se 1 de olika modellerna och hur vil de kunde anvéndas
for berdkningar (s.11-13). Detta tyder siledes pa vikten av diskussion och reflektion
tillsammans med eleverna. Nér eleverna far sitta ord pa tankar kan de mojligtvis utveckla

mer kunskap och genom det forstd viktiga aspekter inom multiplikation.

6.4 Vidare forskning

Amnen som skulle vara intressanta for framtida forskning dr hur associativitet kan
visualiseras och anvindas som stdd for multiplikation med flera operationer. Det skulle
dven vara intressant att forska kring hur tvadimensionella modeller anvinds i Norden
eftersom den forskning vi har analyserat och kommit at frimst kommer fran andra ldnder
och virldsdelar. Utdver det skulle det vara intressant att underska om den rektanguléra
modellen kan vara ett hjdlpmedel for specifika problem som inte &r lika létta att synliggora

med en rektanguldr modell, ett exempel pa det 4r kombinatoriska problem.
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forstar den aritmetiska
lagen. Lararen behover
fanga upp elevernas
tankar och signaler for
att bygga vidare pa dem
och anvédnda dessa i

undervisningen.

strukturen som namns ar

den distributiva lagen.

multiplikativt utifrén de
tvadimensionella

modellerna.




2020.

Tvadimensionella
modeller kan synliggora
forhallandet mellan
aritmetiska symboliska

uttryck.

Schroeder, K., Gotze, D.

Fostering the unitizing
concept in array
representations by
interpreting unconventio

nal terms.

Proceedings

of the Fourteenth
Congress of the
European Society for
Research

in Mathematics Educatio

n.

2025.

Studiens syfte &r att
besvara hur elevers
uppmaérksamhet kan
riktas till att se olika
sammansatta enheter
inom en tvaddimensionell

representation.

Italien.
Empirisk studie.

15 elever 1 arskurs 2.

Studien drar slutsatsen
att elever ofta tittar
forhastat pa de
tvadimensionella
representationerna men
med stdd kan blickarna
riktas mot de
sammansatta enheterna

inom modellen.

De multiplikativa
strukturer som ndmns &r

sammansatta enheter.

Eleverna resonerade pa
olika sitt, de anvéinde
delvis multiplikativa

resonémang.




Watson, K.

Laying the foundation
for multiplicative

thinking in year 2.

2016

Syftet med studien ar att
ge eleverna upplevelser,
modeller, strategier och
diskussioner som
utvecklar deras

multiplikativa ténkande.

Australien.
Empirisk studie.

En elevklass i arskurs 2.

Studiens resultat visar att
nér eleverna fick lara sig
om strategier, strukturer
och fick mdjligheten att
visualisera den
tvddimensionella
modellen utvecklades
deras multiplikativa

tdnkande.

De strukturer som ndmns
dr sammansatta enheter

och den distributiva lagen.

Eleverna resonerar delvis
multiplikativt och delvis

additivt.




